Glosariusz terminéw zeglarskich przydatnych w zegludze po
oceanie algebry macierzy 2 x 2.
Czesc 3, ostatnia

Macierze jako operatory Wezmy macierz A. Ta moze operowaz na kaz-
dej macierzy X np. mnozac X przez A z lewej strony. W wyniku wszelka
macierz X przechodzi w nowa macierz AX. Ten operator oznaczamy przez
L(A). Zatem L(A) : X — AX. Lub L(A)(X) = AX. L(A) transformuje
kazdz macierz X w macierz AX. Podobnie R(A) to operator transformujacy
kazde X w X A. Zaréwno L(A) jak i R(A) sa operatorami liniowymi, tzn.
1) L(A)(X +Y) = L(A)(X) + L(A)(Y),

2) L(A)(zX) = zL(A)(X).

Na przyktad L(I) nie robi nic: L(/)(X) = IX = X. Podobnie R([). Na-
tomiast L(—1) mnozy kazda macierz przez —1. Niezbyt ciekawa operacja.
Poznalismy tez inne operatory, cho¢ nie nazywalismy ich operatorami. Na
przyktad operacja sprzezenia hermitowskiego. Operuje na dowolnej macie-
rzy X transformujac ja w macierz X*. Oznaczmy ten operator literka H.
Mamy wiec H(X) = X*. Ten operator ma wlasnosci: 1) (addytywnos¢, t.j.
sprzezenie sumy jest suma sprzezen), ale wlasnos¢ 2) jest zastapiona przez:
H(zX) = (2X)x = zX* = ZzH(X) gdzie Z jest liczba zespolona sprzazona do
z. O takim operatorze moéowimy, ze jest antyliniowy.

Majac dowolne dwie macierze A i B, operatory L(A) i R(B) sa przemien-
ne. Stosujac najpierw L(A) do X otrzymujemy AX. Stosujac nastepnie R(B)
do wyniku tej operacji otrzymujemy (AX)B. W odwrotnej kolejnosci, jesli
najpierw zastosujemy R(B) do X, otrzymamy X B. Stosujac L(A) do wyni-
ku otrzymujemy A(XB). Ale (AX)B = A(XB) dzieki tacznosci mnozenia
macierzy.

Niech teraz V bedzie dowolng macierza odwracalna. Kombinujac opera-
tory L(V) z R(V™') otrzymujemy operator transformujacy dowolna macierz
X w macierz VXV ~! Transformacje taka nazywamy transformacja podo-
bienstwa.

Macierze A i B nazywaja sia podobnymi jesli istnieje macierz odwra-
calna V taka, ze B = VAV~ Méwimy wtedy, ze macierz V realizuje to
podobienstwo. Zauwazmy, ze B = VAV ™! jest réwnowazne A = V1BV,
zatem macierz V! tez realizuje podobienstwo. Gdy dodatkowo macierz V/
jest macierzg unitarng, méwimy o podobienstwie unitarnym.

Niech zatem U bedzie macierza unitarna i oznaczmy przez « operator operu-
jacy na naszej algebrze macierzy i transformujacy kazdg macierz X w macierz



do niej podobng przez U :
a(X)=UXU". (1)
Oparator a ma ciekawe i wazne wtasnosci:
1. « jest operatorem liniowym: a(X+Y) = a(X)+a(Y), a(zX) = za(X)
2. « przeprowadza iloczyny w iloczyny: a(XY) = a(X)a(Y)
3. « jest przemienne ze sprzezeniem hermitowskim: a(X™*) = a(X)*
4. « zachowuje jednosé: a(l) =1

O operatorze dzialajacym na algebrze A i majacym powyzsze wlasnosci mo-
wimy, ze jest automorfizmem algebry A. Kiedy chcemy szczegdlnie pod-
kreslic, ze spelniona jest wtasno$¢ 3, mowimy, ze jest *—automorfizmem.
Jedli nasz automorfizm « jest dany formutla (1), méwimy wtedy, ze « jest
automorfizmem wewnetrznym. Jesli operacja a ma wtasnosci 1-4, ale
nie da sie wyrazi¢ wyrazi¢ wzorem (1), méwimy wtedy, ze « jest automor-
fizmem zewnetrznym.
Uwaga 1: Te pojecia bedg kluczowe gdy bedziemy sie zastanawiac nad tym
czy poczglek jest wszedzie czy nigdzie.
Uwaga 2: Maly problem jest wtym (a moze duzy problem?), ze dla algebry
macierzy, czy to 2 x 2, czy 1000 x 100, mozna udowodnicé, zZe nie ma in-
nych automorfizmow niz te wewnetrzne. Wiedzqg o tym wszyscy matematycy
po dobrym wyktadzie z algebry. Wrocimy do tego przy koricu naszej wyprawy.

Automorfizmy tworza grupe. Oznacza to, ze mozna wykonaé, jeden po
drugim, dwa automorfizmy i rezultat tych operacji jest znoéw automorfizmem.
Oznacza to takze, ze dla kazdego automorfizmu « istnieje automorfizm od-
wrotny o', taki, ze a(a” (X)) = o} («(X)) = X. Dla automorfizméow
wewnetrznych, postaci

a(X) =VXV*,

gdzie V jest operatorem unitarnym, mozemy latwo sprawdzi¢, ze a=(X) =
V*XV. Sktadanie automorfizméw wewnetrznych odbywa sie zas przez mno-
zenie odpowiednich macierzy unitarnych. Jesli « jest postaci:

al(X)=VXV*, B(X)=WXW*

to

a(3(X)) = VIWXW*V* = (VIV)X (VIV)*.
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Automorfizm to taka operacja na algebrze, ktéra nie zmienia wlasnoséi jej
elementéw ani wzajemnych relacji pomiedzy jej elementami. Operatory her-
mitowkie przechodzg w hermitowskie, unitarne w unitarne. Jedynka w je-
dynke, sumy w sumy, iloczyny w iloczyny. Ale tutaj zastawiona jest na nas
putapka: poznaliémy macierze diagonalne. Diagonalnosé¢ nie jest wtasnosciag
elementu algebry. Jest wlasnoscia macierzy reprezentujacej ten element. W
wyniku automorfizmu macierz diagonalna nie przechodzi w macierz diago-
nalng. Natomiast widmo macierzy normalnej, t.j. zbidor jej wartosci
wlasnych, zachowuje sie przy automorfizmach.



