Glosariusz terminéw zeglarskich przydatnych w zegludze po
oceanie algebry macierzy 2 x 2.

Czesé 11
Dla kazdej macierzy A = [25] zdefiniowali$my jej wyznacznik Det(A)

jako liczbe Det(A) = ad — be. Jedli liczby a, b, ¢, d sa rzeczywiste, to Det(A)
jest liczba rzeczywista. Jesli a, b, c,d sa zespolone, to Det(A) jest liczba
zespolona (choé¢ moze si¢ zdarzy¢, ze lezy na osi rzeczywistej). Najwazniejsza
wtasnoscig wyznacznika macierzy jest to, ze jest multiplikatywny:

Det(AB) = Det(A)Det(B).

Nie bedziemy tej wlsnosci wyprowadzac.

Z definicji wyznacznika wynika tez natychmiast, ze wyznacznik macierzy jed-
nostkowej, I = [ 9], jest réwny jednosci Det(l) = 1. Wprost z definicji
wynika fakt, ze dla kazdej macierzy A mamy

Det(A*) = Det(A).

Wyznacznik macierzy hermitowsko sprzezonej jest liczba zespolenie sprze-
zong do wysnacznika tej macierzy. Stad, jesli macierz A jest macierza her-
mitowsa, A = A*, to Det(A) jest liczba rzeczywista. Mozna sie o tym tatwo
przekona¢ 1 wprost. Macierz hermitowska, to macierz postaci [¢ 4], gdzie
a,d sg liczbami rzeczywistymi, zaé ¢ = b. Wtedy Det(A) = ad — bb. ad jest
liczba rzeczywista, oraz bb = ||b||? jest liczba rzeczuwista. Stad Det(A) jest
liczbg rzeczywista.

Wiemy, ze dla kazdej liczby z, rzeczywistej lub zespolonej, jesli tylko z
jest rézne od zera, istnieje liczba odwrotna, oznaczana przez 1/z lub z71. A
jak to jest z macierzami? Przypus$émy, ze dla macierzy A istnieje macierz
odwrotna A~!) t.j. taka, ze AA™' = 1. (Uwaga: Nie bedziemy tego uza-
sadniaé, ale mozna to pokazaé bez wigkszych trudnosci, ze jesli AA™' = I,
to takie A=A = I.). Biorac wyznacznik z obu stron tej réwnosci i wyko-
rzystujac wlasno$¢ multiplikatywnoci wyznacznika, natychmiast widzimy, ze

Det(AA™Y) = Det(A)Det(A™1) = 1. Zatem
e Det(A) #0
o Det(A™Y) =1/Det(A).



Prawdziwe jest réwniez stwierdzenie odwrotne: jesli Det(A) #,0 wtedy A
ma macierz odwrotng. Mozna jg wrecz wyliczy¢. Dla macierzy 2 x 2 jest to

szczegOlnie proste: jesli A = [24], oraz jesli Det(A) # 0, to

=g 18]

Kto nie wierzy, niech sprawdzi wymnazajac, ze w istocie AA™! = A71A =
I. Macierz dla ktérej istnieje macierz odwrotna nazywamy odwracalng.
Wtedy, wprost z definicji wynika, ze macierzg odwrotng do A™! jest A:
(A~1H)~1 = A. Macierz jednostkowa I jest ewidentnie odwracalna: I~ = I.

Z multiplikatywnosci wyznacznika wynika natychmiast, ze iloczyn dwoch
macierzy odwracalnych A, B, jest macierza odwracalng. 7 tacznosci mnoze-
nia macierzy wynika natychmiast, ze wtedy

(AB)™' = B71A,

Sprawdzamy, ze tak jest: (AB)(B™'A™') = ABB™'A™! = A(BB ')A =
AITA™' = AA~! = I. Macierza odwrotng do iloczynu dwéch macierzy
odwracalnych jest iloczyn ich odwrotnosci, ale wziety w odwrotnej
kolejnosci.

Cwiczenie: Pokazaé, ze jesli macierz A jest przemienna z odwracalna
macierzg B, to jest takze przemienna z B~L.
Rozwigzanie: Zalézmy, ze AB = BA. Mnozgc obydwie strony réwnosci
przez B~ z prawej strony i biorac pod uwage fakt, ze BB~! = I, otrzy-
mujemy A = BAB~!. Mnozac obydwie strony tej ostatniej réwnoéci przez
B~! 7 lewj strony i biorac pod uwage fakt, ze B~'B = I, otrzymujemy
B™'A = AB7!. A jest przemienne z B~

Ostrzezenie: Dla liczb, czy to rzeczywistych czy to zespolonych, mamy
wygodny zapis: miast pisa¢ ab~! piszemy a/b lub 7- Z macierzami nie jest
tak prosto. Nawet kiedy macierz B jest odwracalna, nie mozemy po prostu
napisac¢ 4, bo nie wiemy czy ma to znaczyé B~'A czy tez AB~!. Pisaé 4
wolno nam tylko wtedy, gdy jest jasne, ze A i B sg przemienne: AB = BA.

Bardzo wazna, a dla nas wrecz niestychanie wazna, grupe macierzy od-
wracalnych stanowig macierze unitarne. Macierz unitarna, to taka macierz
odwracalna U, dla ktérej macierz odwrotna jest identyczna z macierza her-

mitowsko sprzezong: U~! = U*. Wychodzi to na to samo, co napisanie

vu*=U0"U = 1.



Z faktu, ze A** = A dla kazdej macierzy A wynika natychmiast, ze jesli
U jest unitarna, to U* jest tez unitarna. Stad macierz odwrotna do macierzy
unitarnej jest unitarna. Grupe macierzy unitarnych 2 x 2 oznaczamy zwykle
przez U(2). Najprostszym przykladem macierzy z grupy U(2) jest macierz
jednostkowa I. Istotnie, I* = 1, stad [*] = I I = I. Podobnie tatwo otrzymu-
jemy, ze macierz —I (minus I) jest unitarna (sprawdz z definicji, jak nie dasz
rady, nie wstydZ sie wota¢ o pomoc - na pewno nadejdzie). Jezeli macierze
U iV sa unitarne, to ich iloczyn UV jest macierzg unitarng. Aby sie o tym
przekonaé wystarczy skorzystac z definicji oraz z tgcznosci mnozenia. By nie—
metematykom zademonstrowaé¢ cho¢ raz jak przebiega dowdéd matematyczny,
oto formalny dowdd: Zatozenie: UU* = I, VV* = I. Teza: (UV)(UV)* = I.
Dowod: (UV)(UV)* = (UV)(V*U*) = UVV*U* = UIU* = UU* = I.
Koniec dowodu.

Nasza grupa U(2) jest grupg zgodnie z terminologia matematyczna.

Majgc dang macierz A, nie bedzie ona na ogdl przemienna ze swojg
hermitowsko sprzezona macierzg A*. Te szczegdlne macierze dla ktérych
AA* = A*A nazywamy macierzami normalnymi. Kazda macierz hermi-
towska, tzn. taka dla ktorej A = A*, jest ewidentnie macierza normalng (bo
kazda macierz jest przemienna z soba sama: AA = AA). Macierz unitarna
U jest ewidentnie macierza normalna (bowiem UU* = U*U = I). Sa jednak
takze inne macierze normalne: sg to macierze diagonalne, t.j. macierze

postaci D = [2Y], gdzie a,d sa liczbami zespolonymi. Dla macierzy diago-
nalnej D mamy D* = [g %} , za$ mnozenie przez siebie macierzy diagonalnych

sprowadza si¢ do mnozenia przez siebie odpowiednich liczb zespolonych na
diagonali. A mnozenie liczb jest przemienne.

Poznalidémy juz sporo terminéw. Troche to moze przyttaczajace dla po-
czatkujacego zeglarza, ale przeciez nietrudne. StarliSmy sie wszystko wypro-
wadzaé i definiowa¢. Przyszedt jednak czas, gdy musimy skorzystaé z goto-
wego narzedzia, pewnej waznej wlasnosci macierzy, ktorej wyprowadzenia w
pieciu czy nawet dziesieciu linijkach sie nie moge podja¢. Jest mianowicie
takie twierdzenie matematyczne, bardzo wazne, proste do wystowienia, ale
udowodnienie ktérego wymagaltoby, przy naszej dotychczasowej wiedzy, paru
dobrych stron i oderwaloby nas od gtéwnego watku.

Twierdzenie:

1. Dla kazdej macierzy normalnej A istnieje macierz unitarna U taka, Ze
D =UAU* jest macierzq diagonalng: D = [zl 0 ]
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2. Zbior liczb (na ogol zespolonych) {z1, ze} nie zalezy od wyboru diago-
nalizujgcej macierzy U i zalezy jedynie od samej macierzy A. Liczby
te nazywajq sie warto$ciami wltasnymi macierzy A, a sam zbior
{21, 29} to widmo (lub spektrum) macierzy A.

3. Liczba zespolona z jest warto$cig wlasng macierzy A wtedy i tylko
wtedy, gdy Det(A — zI) = 0.

Przyktad: Znajdzmy widmo, tzn. zbiér wartosci wlasnych macierz j =
(93] Aby to zrobié¢ skorzystamy z punktu (3) Twierdzenia. Budujemy wiec
macierz j — z1[ :

=[98 -z[881 =186 - 152 =[7 L]

Bierzemy wyznacznik: Det(j—zI) = (—z)(—z)—1 = 22 —1 i przyréwnujemy
go do zera: 22 — 1 = 0. Otrzymujemy réwnanie kwadratowe, ktére mozemy
tatwo rozwigza¢. Ma dwa rozwigzania: z = +1 1 2z = —1. Warto$ciami
wlasnymi macierzy j sa zatem liczby +1,—1. Widmo macierzy j to para
liczb (—1,+1). Nie mamy technicznej wiedzy, by samemu znaleZé macierz
U diagonalizujaca 7 Mozemy jednak sprawdzic¢, ze nastepujaca macierz U =
L[4 4] a) jest macierza unitarna, oraz b) diagonalizuje j do postaci .... I

V2
to jest wlasnie zadanie domowe.



