Algebra Clifforda CI(3,0) - algebra geometryczna
Baza algebry:
1 - skalar,
e1, ez, e3 wektory,
€23 = ege3, €31 = esey, e13 = e1eg - dwuwektory,
I = e193 = e1ege3 - pseudoskalar.

2_ 2 _ . 2_ 2 _
I"=el=e3=e3=1.

Dla 7,5 = 1,2,3, i # j, mamy e;e; = —eje; - rézne wektory bazowe
antykomutuja.

2 _ 2 _ 2 _ 12 _
el = ey =ey =17 =—1

Ogdlny element algebry (wielowektor) to
a = ag + aiel + azes + azez + ages3 + ases1 + agei2 + are123.
Norma w algebrze:
la| = \/a8+a%+a%+a§+ai+a§+a%+a%.

Ogdlny skalar to: a = A, - liczba rzeczywista.
Ogélny wektor a to
a = aje; + ases + ages, gdzie a, as, az to liczby rzeczywiste - sktadowe
az, ay,a, wektora a.
Ogélny dwuwektor to: a = aqea3 + ases; + ageis.
Ogélny pseudoskalar to: a = AI - gdzie A jest liczba rzeczywista.
W algebrze wyrdznione sa cztery podprzestrzenie:
skalaréw (jednowymiarowa),
wektoréw (tréjwymiarowa),
dwuwektoréw (tréjwymiarowa),
pseudoskalaréw (jednowymiarowa),
skalar + dwuwektor - element parzysty algebry,
wektor + tréjwektor - elemet nieparzysty algebry.
Tloczyn dwdéch elementéw parzystych jest elementem parzystym,
ilczyn dwdch elementéw nieparzystych jest elementem parzystym,
iloczyn nieparzystego i parzystego jest elementem nieparzystym,
elementy parzyste tworza podalgebre Cl;(3,0) izomorficzna
z algebra kwaternionéw.
Skalary wraz z pseudoskalarami, postaci a+ 31, a, 8 - rzeczywiste, tworza
podalgebre isomorficzng z ciatem liczb zespolonych.
Sa przemienne z kazdym elementem algebry.




Dualno$é¢ - operator x Hodge’a
Dla dowolnego a definiujemy xa = al = Ia. mamy * % a = x>a = —a.
*1 =i, xi = —1, xe; = ea3, kg = €31, x€3 = e13. Dowolny wielowektor w
moze byc zapisany jako:

w=a+a+Ib+1p, (1)

gdzie «, 8 - liczby rzeczywiste, a, b - wektory.
Dla dwéch wektoréw a, b przez a - b oznaczamy iloczyn skalarny:

a-b = a1b; + agby + azbs = |a||b| cos(a, b), (2)

gdzie cos(a, b) jest cosinusem kata pomiedzy wektorami a i b. Przez axb
oznaczamy iloczyn wektorowy:

axb= (a2b3 — a3b2)61 + (a3b1 — a1b3)€2 + (a1b2 — a2b1)63. (3)

Mamy
|a x b| = |a||b|sin(a, b). (4)
Dla dowolnych dwéch wektorow a, b mamy:
ab+ba=2a-b. (5)
ab:%(ab—l—ba)—i-%(ab—ba):a-b+a/\b, (6)
gdzie
a/\b:%(ab—ba). (7)

Dla dowolnego wektora a, a? jest skalarem (liczba rzeczywista): a? = |a|?,
zatem jest przemienne z dowolnym elementem algebry.
Iloczyn dwéch wektoréw jest suma czesci skalarnej a - b i dwuwektora
a A b - iloczynu zewnetrznego wektorow a i b. Mamy:

x(axb)=aAb=-bAa. (8)
la A b| = |a x b| = |a]|b|sin(a, b). 9)

Widaé stad, ze wektory a i b sa réwnolegle do siebie, a || b, wtedy i
tylko wtedy gdy a A b = 0. Sa do siebie prostopadle, a | b, wtedy i
tylko wtedy, gdy a-b = 0.

Tloczyn zewnetrzny a A b jest anty-przemienny z kazdym z wektoréw a i
b. Mozna to sprawdzi¢ rachunkiem. Na przyktad:

1 1 1
a(anb) = ia(ab —ba) = §(a2b — aba) = i(ba2 — aba)

1
= §(ba —ab)a=—(aAb)a.



Twierdzenie: W algebrze Cl(3,0) kazdy dwuwektor da sie zapisaé w
postaci a A\ b.

Dwuwektor a A b przedtstawiamy jako zorientowany (strzatka od a
do b) element powierzchni rozpiety na wektorach a,b. Zmiana znaku
dwuwektora to zmiana orientacji (na przeciwna) elementu powierzchni.
Dwuwektor nie ma przypisanego ksztattu. Poniewaz kazdy dwuwektor
mozemy przedtstawi¢ w postaci Ib, gdzie b jest wektorem, dlatego w
fizyce czesto dwuwektory myli sie z wektorami. Dla rozréznienia uzywa
sie czasem dodatku ”wektor osiowy” dla oznaczenia wektora reprezen—
tujacego dwuwektor. Wektor b reprezentujacy dwuwektor I'b jest prosto—
padly do elementu powierzchni reprezentujacego I'b. Wektorem reprezen—
tujacym iloczyn zewnetrzny a A b jest iloczyn wektorowy a x b.

Gléwny antyautomorfizm i automorfizm

Gléwny antyautomorfizm (ang. main antiautomorphism ) algbery Clif—
forda to odwrdcenie porzadku mnoznia. Bedziemy go oznaczaé gwiazdka
*. Ma wlasnoé¢ (ab)* = b*a*. Mamy 1* = 1, e] = ej,€5 = ez, ef =
€3,€]9 = —€12, €53 = —€93, €5, = €31, €]93 = —e123. Nie zmienia skalaréw
i wektorow, zmienia znak dwuwektoréw i tréjwektoréw. Dla dowolnego
wielowektora a mamy |a*| = |al.
Gléwny automorfizm (ang. main automorphism) to zmiana znaku
elementéw nieparzystych. Bedziemy pisaé¢ a’. Ma wlasnosé (ab)’ = a'b’.
Wykonujac (w dowolnej kolejnoscei) automorfizm i antyautomorfizm otrzy—
mujemy w wyniku inny antyautomorfizm - sprzezZenie w algebrze Clifforda
oznaczane przez a :

a=d" =a". (10)

Sprzezenie a — a (ang. conjugation) zmienia znak wektoréw i dwu—
wektorow. Nie zmienia znaku skalaréow i pseudoskalaréw. Mamy:

ab = ba. (11)

Odbicia i obroty
Niech n bedzie wektorem jednostkowym: n? = |n|? = 1. Dla dowolnego
wektora a mozemy napisa¢ tozsamosé:

a=n‘a=nna=n(a)=n(n-a+nAa)=(n-an+n(nAa). (12)

Pierwszy czlon, (a- n)n to nic innego niz rzut wektora a na kierunek
wektora n. Stad czton drugi to rzut prostopadly wektora a na ptaszczyzne
prostopadla do wektora n. Mamy wiec rozktad:

a=a|+aj, (13)



gdzie
a|=(n-an, a; =n(nAa). (14)

Dla dowolnego jednostkowego n i wektora a obliczmy nan. W tym celu
roztozmy a = a| + ay. Czgs¢ réwnolegla jest proporcjonalna do n,
zatem jest z n przemienna: najn = n2aH = a). Czes¢ prostopadla jest
iloczynem n i n A a. Wektor n jest przemienny z sobg samym i anty-
przemienny z n A a. Jest zatem anty-przemienny z a;. Stad nan =
a| —ay . Zauwazmy, ze n = —n. Stad mamy

nan = (—a| +ay) (15)

zmiana znaku rzutu na kierunek wektora n i pozostawienie niezmienionego
rzutu na plaszczyzne prostopadla do n to nic innego jak odbicie wektora
a wzgledem tej plaszczyzny.

Whniosek: Dia dowolnego wektora jednostkowego n i dowolnego wektora
a odbicie wektora a wzgledem plaszczyzny prostopadiej do n dane jest
wzorem nan.

Fakt: (podany tu bez dowodu) Kazdy obrét w tréjwymiarowej przestrzeni
jest obrotem wzgledem pewnej osit o pewien kqt.

Zatem kazdy obrét jest w samej rzeczy obrotem w pewnej plaszczyznie
- tej prostopadlej do osi obrotu. Jesli a i b sa dwoma jednostkowymi
nieréwnoleglymi wektorami, to wektor axb jest prostopadty do ptaszczyzny
rozpinanej przez a i b. Obrdét wokot osi wyznaczonej przez axb jest zatem
obrotem w plazczyznie rozpinanej przez te wektory. Odbijajac wektor
X najpierw wzgledem plasczyzny prostopadlej do a, potem wzgledem
plaszczyzny prostopadlej do b, w rezultacie obracamy wektor x o kat
21, gdzie 9 jest katem pomiedzy a i b.




